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ているといえる O 実際に、 MITのグループが二重井戸型ポテンシャル中に凝縮体を作ることに
成功して以来、多くの理論家たちが一種の巨視的量子トンネル現象である Josephson効果につ
いて研究してきた [3，4， 7， 8]0ごく最近、 Josephson plasma振動と self-trappingと呼ばれる
Josephsonダイナミクスが実験的に観測され、注目を集めている [9]0
それに加えて、素励起の研究は凝縮体のダイナミクスや熱力学や超流動性などの重要な性質













トンネル現象について議論し、 anomaloustunnelingについて詳しく説明する O 第4章では、
Kronig-Penneyポテンシャル中における励起スペクトルのバンド構造を解析的に計算し、励起
スペクトルの低エネルギーにおける性質と anomaloustunnelingの関係について議論する。第
5章では、二重井戸型ポテンシャル中の励起スベクトルを解析的に計算し、 Josephson plasma 










は、 Bogoliubov方程式は第二量子化表示の多体のハミルトニアンから導かれる O この場合、
Bogoliubov方程式はボース凝縮転移温度丸よりもはるかに低い温度での非凝縮成分の性質を
記述する O このことは、 Bogoliubov理論がT<<丸での希薄ボース気体の熱力学特性を与える
ことを意味する O 他方では、 Bogoliubov方程式は凝縮体波動関数ψo(r，t)三(必(r，t)のダイナ
ミクスを記述する時間依存Gross-Pitaevskii方程式から導かれる O この場合、 Bogoliubov方程
式は絶対零度における凝縮体の微小振動を記述する。つまり、 Bogoliubov理論は T=Oでの
希薄ボース気体の動的特性を与える o絶対零度において素励起と密度揺らぎが同じスペクトル
を持つという事実から、これら 2つの観点の同等性が示される [15Joこの意味で、 Bogoliubov
方程式を解いて励起スベクトルを求めると、ボース凝縮系の熱力学的性質と動的性質が明らか
















(3) [~(η ，~↑ (?')J = r5(r -?')， [~(η ， ~(?')J = [が(η，'It↑(?')J= O.
この交換関係を用いると、 Heisenbergの運動方程式がたやすく導出できる C


























(9的)式を (8め)式に代入すると、 Bogoliubov方程式が導かれる O
eいh仇い0 つ )1 ~.'/)= ε白i ( -~ • ，.I 卜 ο12幻) Uo 宙町5ぷ(η 一ho一2UoI仰曽'10以(ηZ可I) ¥ V叫i(η } .¥ V叫i(η j 













ここで、 no三争は凝縮体密度である。 Gro時 Pitaevskii方程式に (13)式を代入すると、
lA2 
μ= Uoη0+ Ekl Ek三 2m' (14) 
のように化学ポテンシャルが求まる O 一様系では運動量Fがよい量子数となるので、 Bogoliubov
方程式の固有関数は平面波として表される。
(仁れω川叫叫川4バ引(何引ηり)一土 ( :ご乙γeぷJiパ仔平(伊F-P -ilV-k).T 1. (15) 
叫(η -JV ¥ Vne立千三 j
(14)式と (15)式を Bogoliubov方程式に代入すると、
(444no 一山o i (叶=ep ( Uぺ 同





↓??? ????? (17) 
ここで、
εf三 JEp(Ep+ 20;刊0) (18) 
は五=0に対する Bogoliubov励起スベクトルである O この素励起は、 ε<Uonoでフォノン的


















があるとする O ここで、問題を解析的に取り扱うために 6関数型の障壁ポテンシャルを採用し
たO 軸方向の外場ポテンシャルはポテンシャル障壁以外は一様であるとする O 軸方向の励起の
運動のみに注目して、系が実質的に一次元的であると仮定する O 一次元的な取り扱いは、動径
方向の閉じ込めが十分にきついか動径方向の外場ポテンシャルが一様である場合に正当化され
うる O 第3章から第 5章まで通じて、系が実質的に一次元的であることを想定する O 前章で
導入した Bogoliubov理論に基づいて議論を展開しよう O 系が実質的に一次元的であるとき、
G ross-Pitaevskii方程式は、
[九2 d2 ， "，.，1 



































? ? ? ?
(21) 
(22) 
となる D 原子間相互作用 gは動径方向の閉じ込めに左右される O 動径方向の閉じ込めが調和的
で十分に強いとき、原子間相互作用は g=寄せとなる。ここで、 α上は動径方向の調和振動子
長である。一方、腕方向の外場ポテンシャルが一様であるとき原子間相互作用は g=鴇 L
となる o ここで、 Lは動径方向の系のサイズである O
障壁から遠く離れたところ (Ixl>>ο で境界条例。(x)= {iを満たすような解を求めよ
う。ただし、と三歳は緩和長である。(別式に並o(めをかけて積分すると、
(品 4μ 9.T，2¥2 fY=z(1--h) 、y μ (23) 
(23)式をもう一度積分して、























波動関数を代入して Bogoliubov方程式を解こう O 障壁から遠く離れたところ (Ixl>>ご)で境界
条件付(x)，v(x))t αe乎を満たすとすると、 Bogoliubov方程式の4つの特別解が次のように
解析的に求まる O
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(Ul(X)，Vl(X))tと(U2 ( X )， V2 (x ) ) tは散乱成分である o 障壁の左側におけるい3(x )，V3 ( X ) ) tと障
壁の右側における (U4(X)，V4(X))tは障壁の周りに局在した成分である D 障壁の左側における
(U4(X)，V4(X))tと障壁の右側における (U3(X)，V3(X)/は障壁から遠く離れたところで発散して
しまう成分である O ここで、 (30)式と (31)式は次の方程式を運動量仇について解くことに
よって得られたO
P~ η2 














図 1:散乱過程の模式図。 Bogoliubov励起が (a)左方から入射する場合、 (b)右方から入射す
る場合。矢印、破線、実線は、それぞれ散乱成分、局在成分、凝縮体波動関数を表している O
1 1・ー ・花=3μS
: トー ー 10μと
1l-・ 50パ

































??，???? ?、 、 ， ??， ，?， ? 、? ? ? (35) 
ここで、 T、b、t、Cはそれぞれ反射成分、左側に局在した成分、透過成分、右側に局在した成
分の振幅である O これらの係数は励起エネルギー εと障壁の強さ%の関数である O 原点x=o
における境界条件からこれらすべての係数を与える方程式を得る O






















(39) b -c= 
4Z ? 
εμと十iμ2c-
(40) t Z 
ε110-εμご+iμ2c-. (41) Z 一
このように、が(x)が解析的に求められた。同様にして、 ψT(X)も求めることができる O
図2にトンネル確率 Itl2を、図3にtの位相6を励起エネルギーの関数として示した。それ



























otLー 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
e/μ 
図 3:透過振幅の位相のずれ 60 Vo = 3ぱの場合を点線、 Vo= 10μとを実線、 Vo= 50μとを破
線で表す。
である O ここで、
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ここで、 anomaloustunnelingの機構を、 anomaloustunnelingが起こるときに (31)式のよ
うな虚数の運動量を持つ局在成分が突出するという事実から考察してみたい。そのために、左
方投入解ψtのそれぞれの成分の確率密度を計算しよう。 (11)式の規格化条件からそれぞれの成
分の確率密度が次のように与えられることがわかる O 入射成分に対しては IUl(X)12-IVl(X)12、
反射成分に対しては IrI2(lu2(X)12-IV2(X)12)、左局在成分に対しては IbI2(lu3(X)12-IV3(X)12)、


















の励起スペクトルのバンド構造を研究する O この章の構成は次のとおりである口第 4.1節で、
光学格子中におけるボース凝縮体の素励起に関する研究を紹介する。第 4.2節では、 Gross-
























ルが音波分散であることを支持している O 対照的に、 Ichiokaらは数値的に Bogoliubov方程式
をとき、格子が非常に深いときに励起のソフト化が起こると報告した [24]0励起スペクトルの
ソフト化とは有限の結品運動量でありながらエネルギーがOになるような励起が存在するとい
うことであり、このことは超流動の不安定性を意味する O 本研究の目的のひとつは Bogoliubov
方程式を Kronig-Penneyモデルの範囲で解析的に解き、励起のソフト化の可能性を探ることで



















V(x) = Vo L 8(xー ηα)， (47) 
n=-oo 
を採用する O ここで、 αは格子定数である o d関数型のポテンシャル障壁の強さ%は格子の深
さを表している O 凝縮体は静止しているとする O 前章と向様、 Bogoliubov理論に基づいて議
論していく O
まず、 (20)式の Gross-Pitaevskii方程式を解いて、 Kronig-Penneyポテンシヤル中の凝縮体






















一九+、/V02+ 4(μと)2tanhτn. r ・ (50)
となる。この解は、 sn(b(x+ xo)， k)を用いて一般的に表された解の k→ 1極限をとったもの
に対応している o Kronig-Penneyポテンシャル中の凝縮体波動関数の模式図を図 5に示す。
化学ポテンシャルは、凝縮体波動関数に対して課される規格化条件により各サイトあたりの
凝縮原子数Noと関係付けられる O 規格化条件は次のように表される O
と+1)αdxlwo(x)12 = No. (51) 
この規格化条件に (48)式の凝縮体波動関数を代入すると、化学ポテンシヤルと Noの関係式が
次のように導かれる O
/ごと O ¥ μ1 -22.十22.tanh-. v I =gno・
1αα t I 




μ~卯 0(1ι2coI 2c6 2gnoc6 I c5 6gno列
.• ~一一+一一一一一一一一+一一一一一一一一 l
- ;:7'VV ¥ - ， α ぷ α%α3 a2~も/ (53) 
を得る。同じよ比して、障壁が十分に弱い場合、 (52)式をド蒜のべき級数に展開して、
/九抗?¥






















とができる O したがって、領域防|<2での Bogoliubov方程式の一般解はが(x)とψT(X)の
線形和で表される O
(55) 
次に、 Blochの定理を用いてこの lz|<2での解を全ての Zの領域に拡張しよう o Blochの
定理は ψ(x)に次の境界条件を課す。
?










九 2t . 2t 
ここで、格子定数が緩和長より十分大きいことを仮定しているので、障壁の周りに局在した成





d d ~.d ~d W(ψ3*，グ)= uJホーが _ut~uJ事 + vJ*ー が_，)71. dx - -dx - dx - -dx (59) 
簡単な証明から、 ψ3とψが同じエネルギー固有値をもっ固有状態であるとき、ロンスキアン












図 7:格子間隔α=10co、障壁の強さ Vo= 5gnoとoのときの励起スベクトルのバンド構造。影
のついた領域では、 (63)式の解がなく、バンドギャップを表している。 (a)バンド構造。 (b)励
起エネルギーの関数としての (63)式の左辺。
である。 W(ザペψl)を(60)式に代入して、
Itl2 + 1γ2 = 1， (61) 
を得る O この式はエネルギー流束の保存則を表している [13]0また、 W(ψr*， 'ltl)を(60)式に
代入して、
t = Itlei8，r =土ilrleiδ (62) 






ンド構造が得られる O 図7(b)では (63)式の左辺を励起エネルギーの関数として表している O



















の強さに対して証明しよう。 (63)式を ε=0の周りで展開すると、低エネルギ一極限ε→ 0で
の励起スペクトルが計算できる O 低エネルギーで、の表式p:::../巴εと(42)式と (43)式を (63)vμ 
式に代入すると、音波分散が次のように求まる O
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図 9:第一バンドと第二バンドの聞のバンドギャップを障壁の強さ%の関数として示す。格子







第j番目のバンドギ、ヤツプの大きさは、 (63)式を q=士写で解くことによって求まる O 図9
で、一つ目のバンドギャップ、ム1stを示す。九 >>gηoαの極限と九<<gnocoの極限で、次の
ように近似的にバンドギャップを求めることができる O





























である O ここで、 kは(励起ではなく)凝縮体自身が持つ結晶運動量であり、 Eは凝縮原子一つ
あたりのエネルギーである O この章での主要な興味である励起のエネルギー ε(q)と凝縮原子
一つあたりのエネルギ-E(k)を混同しないよう注意しなければいけない。
(72)式と (73)式を用いて、
; 2 卯仰O (75) 
η r-.J (ωg吹T;常rすγ)戸=(1←+ 乎引) (76) 


























たちが二状態近似を用いて様々な Josephson的なダイナミクスを研究している [3，4，7， 8]0二
状態近似では、粒子数差を振り子の角運動量に、位相差を振り子の傾斜角に対応させることに
よって振り子とのアナロジーに基づいて、運動を考察することができる O 例えば、 Josephson
plasma振動は振り子の微小振動に対応し、 self-trappingは振り子の回転に対応している O



























J Vod(x)パxl<α V(x)=< 'V-'-/?I-I~~' (77) 
l ∞， Ixl ~三 α?
と表される O ここで、 αは井戸の大きさを表す。障壁ポテンシャルとして 6関数型の障壁を採
用しているのは、問題を解析的に取り扱うためである O 第二章で導入した Bogoliubov理論に
基づいて議論を展開する O
まず初めに、 (20)式を解き、 (77)式で表されるこ重井戸型ポテンシャル中の凝縮体波動関数





明Im(X)=汗(::間 |;;|:<α (78) 
厄an I tanh ( E~n )， Ixl <子町n(x) = .Jごと x< い H ノ/ー吊ム¥














と表される O これらの解は、 sn(b(x+ xo)， k)を用いて一般的に表された解の k→ l極限をとっ
たものに対応している [37]0
続いて、求めた凝縮体波動関数から Josephson plasmaエネルギー、 εJP=ゾEJEcを計算














a = 10 ~o 
~ W W 100 
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図 10:障壁の強さ%の関数としての化学ポテンシャル μsm(実線)と μan(破線)















???? ? ?? ?????????? (86) 
学(1-2全斗=1， (87) 
夕刊O ¥ U I 
ここで、 ηo三告は凝縮体の平均密度である O 障壁が十分に強い(九>>gnoご0)場合と十分に
弱い(陥《卯oco)場合において、(鉛)式の解が近似的に求まる。ただし、い議需とおい
た。障壁が十分に強い場合、 (86)式をド幣のべき級数に展開して、
2co I 2cO gnoc5 I CO 3gnoco 一 1十一+ーす一一一+一一一一一 (88)gno αVα九 α3α2Vo
を得る。同じようにして、障壁が十分に弱い場合、 (86)式を守と哉のべき級数に展開して、
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上で求めた、化学ポテンシャルの表式の (88)式を (84)式に、平均場エネルギーの表式の (92)







宗主ゾザ(1+誓)，vo刈 oco， (96) 
となる O 図11に、障壁の強さ%の変化に対する Josephson plasmaエネルギー εJPの変化の










まず、中央の領域 (Ixl く~)において Bogoliubov 方程式を解こう O 第 3 章でもとめた単一障
壁問題に対する解析解 (ψl(X)とがり))を用いて、中央の領域における Bogoliubov方程式の
一般解は次のようにあらわされる O
ψ(x) =ザ (z)+W(z)，lz|<: (97) 
左側(一α<Z5-2} と右側(~三 x< α) の領域においても、 Bogoliubov 方程式の解析解を
次のように得ることができる。
uS10e 再 [(1+(pzrsEn)叫(日cos(p(lx~ーサ
+pcsmμsm/(P5m)261 」 -L2/121-α¥.三_t，;n (~(Ixl-α)\IA口)ーョ....一一一一 一一一l が -¥とsm ) ，μsm J ----¥九ノ| γ つ
り
e _再[(l-Mtsm)岡山(官)cos(phi-α2)
PCsmμsm ((pcsm)2 ，噌 ムー1_2(Ixl一α¥ ε¥. (p(Ixl-α)¥ I 川^
〔 九2 I . L¥ごsm )μsm j-u¥ n ) ，. ¥，Jvj 





ψ(x) = <ηψl(X) + (ψr(x) Ixl <子 (100) 
Gψside(z)3三x<α.
ここで、偶パリティーの集団励起は η=(とF=Gを満たし、奇パリティーの集団励起は
η= -( and F =-Gを満たす。 Ixl= ~において境界条件を課すことによって、解を滑らかに
接続することができる O 結果として、次のような励起スペクトルを決定する方程式を得る o
I I :t.va ¥ ¥ (γ 土t)位 Pい{す+γ)) = 1 ロ01)
~ ~ ~、、
'-'- ¥..、
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図 12:二重井戸型ポテンシャル中の凝縮体の励起スペクトルo井戸のサイズを α=10coとし




が (61)式と (62)式で与えられる関係を持つことから、次の関係が簡単にもとまる O
Ir土tl= 1. (103) 
(103)式を用いて、 (101)式を変形すると、
2F+γ+ゆ土 =21rn (104) 
を得る o ここで、ゆ±は T土tの位相である。また、 ηが量子数を与える整数であることから、
励起スペクトルが離散的になっていることがわかる O

























補正された二重極モードのエネルギーを表し、破線は図 11に表されている Josephsonplasma 









εlow 代o{ と0(3β 戸、/げ+4(仰と0)2一%¥1
11 + "，_v (一一一-，/云 v . u . ~~~~ -:~VI . V ) j， (105) 















ルギーと同程度の大きさである O 後者は anomaloustunnelingの半値幅と同程度の大きさであ
り、換言すると、崎戸よりも小さいエネルギーの励起にとってポテンシャル障壁はほとんど
透明である O クロスオーバーは、最低エネルギー励起にとって anomaloustunnelingが効いてい




















Idipole +九orr， (107) 
と表される。ここで、アdipoleは二重極モードの周期であり、 Icorrは障壁による補正である O 一
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